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Problem

Po dolgi ravni superprevodni cevi z elipsastim profilom, s polosema a in b tece skupni
elektriéni tok I. Poiscéi dolzinsko gostoto elektri¢nega toka uw = % po plas¢éu cevi v
ravnovesju.

Model

Dolzinsko gostoto toka po obodu elipse dolo¢a Lorentzova sila F = ¢(E + v x B), ki
v neravnovesnih stanjih krivi tokovnice. Ker imamo opravka s superprevonikom, ele-
ktriénega polja ni in upostevamo samo magnetni del sile. Ker je cev neskoéno dolga,
zaradi simetrije ni magnetnega polja vzdolz cevi, pa¢ pa imamo magnetno polje samo v
pre¢ni ravnini. K temu magnetnemu polju pa prispeva samo tok vzdolz cevi. Posledi¢no
lahko cev obravnavamo kot skupek tankih neskonénih zic.

Model elipsaste cevi



Ravnovesno stanje

V ravnovesnem stanju zahtevamo, da ni magnetne sile v tangentni smeri na elipso. Ta
pogoj bo izpolnjen, ¢e je vektor B pravokoten na normalo elipse. Ker normalni in
tangentni vektor tvorita bazo za vektor magnetnega polja v ravnini preseka cevi, to
pomeni, da dopus¢amo magnetno polje kve¢jemu v smeri tangente na elipti¢ni profil.

Racun

Tocke na elipsasti cevi parametriziramo s kotom ¢ in vzdolznim polozajem z na sledec
nacin:

r = (acos ¢,bsin ¢, z)

Magnetno polje v neki tocki izratunamo s pomocjo Biot—Savartovega zakona za 1-

dimenzionalen primer: B = “0 fC L d1|§r, ki ga za nas primer razsirimo v 2D:

/ / dIdl x
P

Diferencial toka se izraza z iskano funkcijo u = % kot

dl = uds = u\/ a2sin?t + b2 cos? tdt
Velja Se:
dl = (0,0,dz)
r = (acos¢ —acost,bsin¢p — bsint, —z)

Po izracunu vektorskega produkta in norme v imenovalcu dobimo sledece integrale za
posamezne smeri polja:

dtdz

Bx(¢) =~

m /°° s b(sin ¢ — sint)v/a2 sin? t + b2 cos? t
u
—o0 V/a%(cos ¢ — cost)? + b2(sin ¢ — sint)? + 22

Ho /27T /°° ult) + a(cos ¢ — cost)/ a2 sin? t + b2 cos? t dtd
t —00 \/a%(cos ¢ — cost)? + b2(sin g — sint)? + 22

B,=0
Po integraciji po spremenljivki z dobimo:
B.(6) po [T § b(sin ¢ — sint)v/a2 sin® ¢ + b2 cos? ¢
=—— u

‘ 27 Ji—o a?(cos ¢ — cost)? + b?(sin ¢ — sint)?

B,(6) Lo /2” N a(cos ¢ — cost)v/ a2 sin? t + b2 cos? t

=— u
4 27 a®(cos ¢ — cost)? 4 b?(sin ¢ — sint)?



B, =0

Magnetno polje je obrnjeno v smeri tangente, torej je pravokotno na normalo n =
(—=bcost,—asint), zato je skalarni produkt magnetnega polja in normale enak 0. Tako
dobimo sledeco integralsko enacbo:

2 (a® sin ¢(cos ¢ — cost) — b2 cos d(sin ¢ — sint))v/a2 sin® ¢ + b2 cos? ¢
0= u(t) * a?(cos ¢ — cost)? + b?(sin ¢ — sint)? di
t=0
To je Fredholmova integralska enacba prve vrste oblike

b

f(6) = / K(6.8) (1) dt

a

, pri Cemer je

(a®sin ¢(cos ¢ — cost) — b2 cos d(sin ¢ — sint)) /a2 sin? ¢t + b2 cos? ¢
a?(cos ¢ — cost)? 4 b?(sin ¢ — sin t)?

o(¢) = cxu(e)

, kjer je ¢ neznana konstanta, ki jo kasneje dolo¢imo iz pogoja skupne vsote toka.

K(¢,t) =

Resitev za krog

V primeru kroga lahko K (¢,t) preoblikujemo v funkcijo razlike ¢ — ¢:

K(p—t)= —%rcot (¢2_t>

Integralska enacba se potem z uvedbo novih spremenljivk prevede na konvolucijo in jo
lahko resimo s pomocjo Fourierove transformacije. Enac¢ba oblike

o0) = [ K@-0s@a

ima resitev
fcb[g(qs)](w)] [ Fld@O)) oy,
FlK(9)](w) —oo FolK(0)](w)

Ker je enacba homogena, nam ta metoda da samo trivialno resitev «w = 0. Iz simetrije
pri krogu pa lahko uganemo, da je resitev tudi u = konst., kar preverimo:

fo)=F! [

0 N /27r (r? sin ¢(cos ¢ — cost) — r? cos (sin ¢ — sint)) Vr2sin? t + r2 cos? tdt
=Uu =
=0 r2(cos ¢ — cost)? + r2(sin ¢ — sin t)?

2m 1 _
u*/t_0—2rcot <¢2t> dt=0 Vo¢,u



Resitev za elipso

Za splosno elipso enacbe ne moremo preoblikovati v konvolucijo, zato se reSevanja lotimo
numeri¢no z diskretizacijo intervala integracije. Dobimo sistem linearnih enacb:

> K (i ty)p(ty) = f(¢i)
j=1

V matri¢ni obliki ga zapisemo kot:

[ K(¢17t1) K(¢1>t2) K(¢1at3) K(¢17tn) 1 [ So(tl) 1 [ 0 1
K(¢2,t1) K(p2,t2) K(d2,t3) ... K(d2,tn) o(t2) 0
K(¢3,t1) K(¢s,t2) K(ps,tz) ... K(ds,tn) |« | @(ts) | = |0
| K(bnt) K(ont) Kuts) - Kut | Lot | L0
ali
Ax =0

I8¢emo torej jedro matrike A. Pri tem si pomagamo s programom Octave. Uporabimo
matrike velikosti 100x100 s parametrizacijo

- 2
tj = 1200*]
Lo 2m s om
¢i = o0 *t+ 109

Parametrizacija za t je glede na ¢ zamaknjena za pol koraka, da se izognemo singular-
nostim v tockah, za katere velja t = ¢. Ker sta funkciji K(¢,t) in ¢(t) periodi¢ni ter
integral tece po celi periodi, to ne spremeni resitve.

Nicelni prostor matrike nam da obliko resitve. Da izrazimo koncéno iskano reSitev
u(gp) = % pri nekem dolo¢enem skupnem toku I, normiramo resitve prek sledecega
integrala:

27
I= / u(t) = Va2sin?t + b2 cos? tdt
=0

Tako dobimo
I+ (o)

- ftiﬂo p(t) * \/a2 sin?t + b2 cos? tdt B

_ I* ()
a fjo Q(t) * Vsin?t + €2 cos? tdt

u(9)

e=b/a

Resitve pri elipsah z enakim razmerjem € = b/a so obratno sorazmerne dolzini polosi
elipse.



Analiza resitev
Zaradi primerljivosti so vsi grafi narisani za elipse z obsegom 1 in za tok 1. Ogledujemo

si reSitve pri razlicnih ekscentri¢nostih € = /1 — (2)2

Limita e — 1

V tej limiti se enacba preoblikuje v

2 sin ¢ sin t
= )k ————dt ¥V
0 a*/tzou()*cosd)—cost ¢

To nam da v limitnem primeru resitev u(¢) — oo v tockah ¢ = km, kar lahko vidimo
tudi iz grafov.

Pregled ostalih resitev
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Dolzinska gostota toka u v odvisnosti od kota ¢
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Dolzinska gostota toka u v odvisnosti od loéne razdalje na elipsi. Nicla je v tocki (a,0).
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